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ein dichteres Punktnetz darzustellen. Schliellich sol-
len die linearen Interpolationsformeln durch bessere
ersetzt werden, soweit das mit der numerischen Sta-
bilitat des Rechenverfahrens vertraglich ist. Im wei-
teren Verlauf sollen schlieBlich noch weitere Pro-
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bleme, wie z. B. die Zweistrominstabilitit und die
Grofle ihrer Amplitude gerechnet werden.

Herrn Dr. K. Haiy und insbesondere Herrn Dr. D.
Prirscu danke ich fiir zahlreiche anregende Diskussio-
nen.
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The simple MO —LCAO-method for alternant s-electron systems has been extended recently to
include higher p z-orbitals. In this version of the MO-method- the pairing property between the ener-
gies and wave functions of the bonding and antibonding 7-MO’s is no longer correct, the level spacing
of the antibonding MO’s is now smaller than that of the bonding ones. This effect has been used to
explain ! the approximate constancy of the difference: 1st excitation energy — 15t ionisation potential
for a great number of molecules, which was observed by Scueise 2. In the present work the influence
of atomic overlap on the extended MO-theory is investigated.

Kiirzlich hat Hartmann! eine Erweiterung des
sogenannten zweiten HckeLschen Naherungsverfah-
rens (Methode der Molekiilzustinde)3 zur Berech-
nung von 7t-Elektronensystemen bei Molekiilen dis-
kutiert. Die neue Fassung der Methode, die im we-
sentlichen darin besteht, dafl hoher angeregte Atom-
zustinde (3p,, 4p,...) bei der Aufstellung der
Molekiilfunktionen mitberiicksichtigt werden, erklart
eine grundlegende Eigenschaft von Molekiilen mit
nt-Elektronensystemen, die mit der alten Methode
nicht erhalten wurde!. Es erscheint uns daher not-
wendig, ndher zu untersuchen, welchen Einfluf} eine
Reihe von Vernachldssigungen haben, die in dieser
Methode enthalten sind, und ob in dem neuen Rah-
men ein Verfahren entwickelt werden kann, das bei
seiner Anwendung auf solche Molekiile Ergebnisse
liefert, die in quantitativer Ubereinstimmung mit
der Erfahrung sind.

Eine wesentliche Vernachlassigung, die hier dis-
kutiert werden soll und die schon in der urspriing-
lichen Form des zweiten Ndherungsverfahrens ent-

* Jetzt bei Cyanamid European Research Institute, Cologny,
Genf.

! H. Hart™any, Z. Naturforschg. 15 a, 993 [1960].

* G. Scueme u. D. Brick, Z. Elektrochem. 54, 403 [1950];
Chem. Ber. 85, 867 [1952] ; G. Scurisg, I. Kern u. F. Dorg,
Z. Elektrochem. 63, 117 [1959].

halten war, ist die Nichtberiicksichtigung der Uber-
lappung der Atomfunktionen.

Bekanntlich betrachtet die Methode der Molekiil-
zustidnde (MO) ein herausgegriffenes z-Elektron des
jeweiligen Molekiils wechselwirkungsfrei in einem
effektiven Potentialfeld U, welches vom Molekiil-
geriist (Atomriimpfe und o-Elektronen) und von
den iibrigen 7-Elektronen erzeugt wird. Die Ein-
elektronenmolekiilfunktion @ der entsprechenden
ScHRGDINGER-Gleichung

HO®=(-24+U)P=ED (1)
wird ndherungsweise durch eine lineare Kombination
von Atomfunktionen v, dargestellt (MO —LCAO-
Methode)

D;= Z CuiYu , (2)
»w

wobei die Koeffizienten aus

(D|H|D)
(2]9)

E =min

(3)

3 E. Hickew, Z. Phys. 60, 423 [1930]; 70, 204 [1931]; 72,
310 [1932]; 76, 628 [1932]; Grundziige der Theorie der
ungesittigten und aromatischen Verbindungen, Springer-
Verlag, Berlin 1938.
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erhalten werden. Die Forderung JE =0 fihrt zu
dem Sakularproblem

Dlew{(wu Hlys) —E(yulws)}=0, (42)

Kwul| H|w») — E(wu|w:)|=0, (4b)

aus dem sich die Eigenwerte E; und die dazugehori-
gen Linearkombinationen Gl. (2) als beste Nahe-
rungsfunktionen ergeben.

Im folgenden soll nun untersucht werden, inwie-
weit die Ergebnisse der HickeL—Hartmans-Methode
veriandert werden, wenn nicht wie bisher die Uber-
lappung der Atomfunktionen v, in der Form

(Wu|pr) =06 (5)

vernachldssigt wird 4.

Strukturmatrix und Uberlappung

Um an die Untersuchungen von HarTMaANN! an-
kniipfen zu konnen, beschrinken wir uns ebenfalls
auf gleichatomige 7t-Elektronensysteme mit gleichen
Atomabstinden und unterscheiden im Funktionen-
ansatz Gl. (2) die verschiedenen Atomfunktionen
(2pz, 3p,, . ..) durch den oberen Index k:

n
1P = Y 0u® (62)
u=1
m
und @i = Z ar; Zi(k) . (6 b)
k=1

Der Index x numeriert hier die Atome, von denen
es n geben soll. Die Matrixelemente von Gl. (4) sind

(l//'u(k) I H l WV(k,)> = H‘uwkkl, (7 a)
(Wﬂ(k) va(kl)> =P, (7b)

Die einzelnen Approximationsstufen der Methode
unterscheiden sich dadurch, in welcher Form Ver-
nachldssigungen bei der Berechnung der Integrale
Gl.(7) vorgenommen werden. Was die Uberlappung
M,** anbetrifft, so darf es als eine ausreichende
Naherung im Rahmen der Methode angesehen wer-
den, wenn nur die Uberlappung zwischen benachbar-
ten Atomfunktionen beriicksichtigt wird, da M..**
exponentiell fiir groe Atomabstinde verschwindet 5.

4 Eine Beriicksichtigung der Uberlappung von benachbarten
%, im Molekiil ist nur beim zweiten Naherungsverfahren
durchgefiihrt worden: G.W.WxueLaxp, J. Amer. Chem. Soc.
63, 2025 [1941], B. H. Crmrewin u. C. A. Courson, Proc.
Roy. Soc., Lond. A 201, 196 [1950].
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Den EinfluB der Uberlappung wollen wir in zwei
Stufen studieren; einmal indem wir annehmen, daf
das Integral M,,** nur fiir k= k" von Null verschie-
den ist

Mu*% =Sy (Ouv + My 500) 5 (8)
JW[L-/
e { J
m v
M
Fe— @
n v
Abb. 1.

im anderen Fall soll die vollstindige Beriicksichti-
gung der Uberlappung von benachbarten v, vor-
ausgesetzt sein:

M{uvkk’ . Skk’ 6;41' + M};k' Suv o (9)

Skr

=
[
|
|
|
Al J

po My
Abb. 2.

Die Voraussetzung in Gl. (8) ist insofern berech-
tigt, als bei den in Molekiilen vorkommenden Kern-
abstinden die Uberlappung zwischen verschiedenen
Atomfunktionen in der Regel kleiner als die zwi-
schen gleichartigen ist 8. Die Integrale Sy, M} und
M;; bedeuten

Sirr = (wu® | wu*)) (u, v benachbart)
My = (wu® |9,®)) s My =My, (10)

Die s in Gl. (8) und (9) sind in folgender Weise
definiert

1 ¥
S { wenn u, ¥ benachbart, a1

0 in allen anderen Fallen.

Sie konnen als Elemente einer Matrix & aufgefaft

5 Fiir einen Kernabstand der C-Atome von 2,5 atomaren
Einheiten (Athylen) ergibt sich (2p]|2p )=0,287,
withrend bei Verdoppelung des Abstandes dieses Uber-
lappungsintegral = 0,023 ist.

¢ Die Uberlappung (2 p|3p ) ergibt sich im Athylen zu
0,14.
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werden, die von Ham und Riupexserc 7 als topologi-
sche Matrix und von Hartmanx?! als Strukturmatrix
bezeichnet wurde. Die Benutzung einer solchen Ma-
trix erleichtert die Rechnung wesentlich und ermég-
licht besonders eine einfache Darstellung der durch
den Ansatz in Gl. (6) auftretenden hochgradigen
Sédkulardeterminanten.

Bei der Berechnung von H,.,** ist es iiblich anzu-
nehmen, daf} die Atomfunktionen Eigenfunktionen
eines Teils des Operators H sind:

(—34+Vu®) pu® =gy ®
so daB} H,,"* die folgende Form erhilt:
HwM* = (e M + ag) Sy

+ (e Mu™* + Brs) suv s

(12)

wo von der Voraussetzung Gebrauch gemacht wurde,
daf} gleichatomige Systeme mit gleichen Abstinden
vorliegen. Dann werden nimlich die CourLoms-Inte-
grale

i = (Yu® | U= Vu®) |, *))  (142)
und die Resonanzintegrale
Buse = (wa® | U=V, | @) (14b)

(u, v benachbart)

von u und » unabhingig. Jedoch ist a;;' = a5 und
Brr =F Bk -

Fiir M,,** in Gl. (13) ist entweder der Ausdruck
von Gl. (8) oder (9) einzusetzen. Man erhilt dann

H ¥ = (er Opr + @) Ot (e32 My On + Brew’) Suv »

(15a)
bzw.
H " = (&30 Spr + anr) O + (e Miw' + Brr’) Suv -
(15b)

Wir gehen jetzt dazu iber, den Zusammenhang
der Eigenwerte aus Gl. (4b) mit den Voraussetzun-
gen von Gl. (8) und (9) iiber die Uberlappungs-
integrale zu diskutieren, wenn die Integrale H.**’

nach den Gln. (15 a) und (15b) eingefiihrt werden.

Die charakteristische Funktion

Wir betrachten sogleich den allgemeinen Fall, wo
die Energiematrix § durch Gl. (15b) und die Uber-
lappungsmatrix I durch Gl. (9) gegeben ist. Thre
Matrixelemente sind doppelt indiziert, wobei « und
k die Zeilen, » und k" die Spalten numerieren. Das

7 N.S.Ham u. K. Ripexsere, J. Chem. Phys. 29, 1215
[1958] ; K. RipEnBERG, J. Chem. Phys. 34, 1884 [1961].
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heifit, $ und M sind Ubermatrizen von der Form

171::»4' n 17 n_
1
/in‘ Ht | §y2
i o e
| 821 3‘322

Jeder Block entspricht einem festen oberen Index-
paar k, &’ und ist selbst wieder eine Matrix, deren
Elemente durch die unteren Indizes u, v charakteri-
siert sind.

Die durch Gl. (6 a) vermittelte Basistransforma-
tion der AO’s mit festem Wert von % soll nun so be-
schaffen sein, daB sie den Diagonalblock $** dia-
gonalisiert und I** in die n-dimensionale Einheits-
matrix € iiberfiihrt. FaBt man die Koeffizienten
c.i® in Gl. (6a) zu einer Transformationsmatrix
&) zusammen, so heif}t das

Gt O* €y =diag. (44, 4g,... (16 a)
Ct M, =C. (16b)

Dabei bestimmen sich die Eigenwerte Z; von $** aus
der Séakulardeterminante

s An),

| §FF — 2 IM¥* | =0. (17)
Einsetzen von (9) und (15b) in (17) gibt
[(ex—4) Mg+ Brr]”
O 0.

P S . . 1 . 6“)’
(ex—2) Mpr+Brr |
Andererseits sind die Eigenwerte o; der Struktur-
matrix % durch
N Sur — 0 duv l =0

festgelegt. Vergleicht man diese beiden Ausdriicke,
so ergibt sich
_ Ai—ep—akk

(ek—H4) Mir+Brr’

und nach Auflésen nach 2; erhilt man

9;

|- ark+0i Prk . 18
=8t 14+0i Mkk asg)
Nach Gl. (16 a, b) folgt schliellich
(k) (B — s axk+0i ik |
(% IHIXI ) (5,]{ek+ T+oibaz | (19 a)
(1:® | ;@) =0y (19b)

Bei Vernachldssigung jeglicher Uberlappung gemal}
Gl. (5) ist M;; =0 und Gl. (19) reduziert sich auf
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die bekannte Form der MO-Methode ohne Uber-
lappung, bei der sich die Eigenwerte der Energie-
matrix gemal}

Ei= (™ |H|z®) =ex+ap+0i B (20)

durch die Eigenwerte o; der Strukturmatrix aus-
driicken lassen.

Der Zusammenhang E;=E(o;) wird von Harr-
MANN ! als charakteristische Funktion bezeichnet. Bei
Vernachlissigung jeglicher Uberlappung erhélt man
so die durch Gl. (20) gegebene lineare Funktion,
bei Beriicksichtigung der Uberlappung néchster
Nachbarn den durch Gl. (19 a) fiir i=; gegebenen
komplizierteren Ausdruck.

Die Matrizen $** und I0** sind nach Gl. (15b)
und (9) linear durch die Einheitsmatrix € und die
Strukturmatrix & ausgedriickt. Auflosung dieser bei-
den Beziehungen nach € und 3 ergibt diese als
lineare Ausdriicke in $** und Di**. Die Ausfithrung
der Transformation €, ergibt dann unter Benutzung

von Gl. (16) und (18)
64! € Gy = 64 64 =D,

@f%@]f:@km.

Dabei sind ®; und R Diagonalmatrizen mit den
Elementen

(21 a)
(21b)

—— 1 _ vs e &) 55
(Dx) ij—au 1+ Mo’ SR:; 6;] 9. (22a,b)
Gl. (21 a) laBt sich durch den Ansatz
C=UD," (23)

befriedigen, wo 11 eine beliebige unitire Matrix und
Di* wieder eine Diagonalmatrix mit den Elementen
hyymty 1 24
(Qk )i; ij V1+Mkk 0i ( )
ist. Mit der so bestimmten Transformationsmatrix
& folgt aus Gl. (21 b) und der Unitaritat von 1

wsl=% UU=E. (25a,b)

1 ist also diejenige unitiare Matrix, die die Struktur-
matrix auf Diagonalform bringt. Sie ist somit unab-
hangig von k. Bei volliger Vernachldssigung der
Uberlappung ist nach Gl. (22a) und (23) G;=11,
d. h. I ist die Matrix der Koeffizienten in Gl. (6 a)
fiir die MO-Methode ohne Uberlappung.

Bisher haben wir nur die verschiedenen AQ’s
wu®) mit festem k zu den MO’s ;¥ linear kombi-
niert, also eine Darstellung der bekannten MO-Theo-
rie mit Nachbariiberlappung gegeben. Die hier ge-
wihlte Schreibweise gestattet jedoch unmittelbar,
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die Transformation der gesamten Ubermatrix
bzw. I vorzunehmen. Wie sich die Diagonalblocks
transformieren, ist in den Gln. (16) und (18) an-
gegeben. Ein beliebiger Nichtdiagonalblock $H*¥
(k=F k') transformiert sich offenbar in den Aus-
druck €, H¥*' €, . Nach Gl. (15b) ist aber

OFF = (o’ + &6 Siw) €+ (Brw + & Mix) 8, (26)
mit Gl. (23) und (25) erhalt man
Cr' OFF Cpr = Dp* Di™ [agw + &1 Siw) € (27 a)

+ (Brw + e M) R1
und auf die gleiche Weise
Cr” MF* e = Dy Dyp* (S €+ My R). (27D)

In Komponenten ergibt sich unter Benutzung der

Gl. (22b) schlieBlich

(™ | B {72/ (28a)
_ 5., (arx +ei frr) +en (Skw +0i Miw)

= 0jj e

V (1+0i Mkx) (14 0i Mix)
(1:® | 4;®)) =9

. Sikx+0i Mick:
7V (1 +0i Mkr) (1+0i Mik)

Die GIn. (19) und (28) geben an, welche Form die

Energie- und Uberlappungsmatrix in der neuen

Basis der y;*) annehmen. Auch hier kénnen § und

I als Ubermatrizen geschrieben werden:

(28Db)

(O ¢
‘@/:( l@:;‘ 0>55( 1@:2\ 0) (30)
0 0 ./
k' — k' —
1 m 1 m
£ 1 N
A o 0
o m E R S
el o | e
¢m 0 | -f) (92) 0
0 o |

Die Zeilen (i,k) und Spalten (j,k") sind jetzt so
angeordnet, daf} die einzelnen Blocke durch das In-
dexpaar (i,j) charakterisiert sind. Innerhalb jedes
Blocks numeriert dann k die Zeilen, k" die Spalten.
Die Figur zeigt, wie ja auch schon aus den Formeln
(19) und (28) hervorgeht, daB §" — und ebenso
M — in (i,j) diagonal sind. Ferner haben die
Diagonalbliocke £ (0;) alle die gleiche Form, sie un-
terscheiden sich nur durch den Wert von p;. Die
Koeffizienten a; ; der besten Linearkombinationen
der 7;*) zu den endgiiltigen MO’s in Gl. (6b) be-

stimmen sich jetzt aus den Sakulargleichungen

S o ) —EM @) =0, (31)
k=1
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deren Grad gleich der Anzahl von angeregten AO’s
an einem Zentrum ist. Die m Loésungen von (31)
seien — durch den Index r nach wachsender Grofle
geordnet — in der Form der charakteristischen
Funktion !

Er(i) = Er(@z)

(r=1...m; i=1...n) (32)

gegeben. Berlicksichtigt man neben den 2p-AO’s
noch 3p-Funktionen, so lautet die der Gl. (31) ent-
sprechende 2 x 2-Sikulardeterminante ausfiihrlich
geschrieben

' Bl ax»+0 /})22 _E (25340 Bas) + (5237‘*'9 Ms) (fstEl‘

1+0 My V(+oMy) A+eMy) |
5 + \

| wie 2, 3-Element &3+ Ell 311)91‘5: —E
=0. (33a)

Dies ist einmal zu vergleichen mit Gl. (28) der
Hartmannschen Arbeit !

&ty +0fyn—E
| wie 2,3-Element

A3+ 0 fag _
&+agg+0P3—E  (33b)
zum anderen mit der Sdkulargleichung fiir den spe-

ziellen Uberlappungsfall [Gl. (8)], die man aus Gl.
(33 a) durch Spezialisierung (S,3=M,3=0) erhalt

| g+ 22t B _ ___Gntefs
1+o0 My, V(1+0 M) (1+0 M) 1 =0
| | :
= 5 ay+e Py
wie 2, 3-Element &+ 1o My (33 c)

Die Auflésung der quadratischen Gln. (33) nach E
liefert dann den analytischen Ausdruck (32) fir die
charakteristische Funktion in den drei Uberlappungs-
fallen.
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Diskussion

Um einen Uberblick iiber den allgemeinen Ver-
lauf der charakteristischen Funktion (32) in den
drei oben diskutierten Fillen zu gewinnen, wurde
diese aus den Bestimmungsgleichungen (33 a—c)
berechnet und in Abb. 3 graphisch dargestellt. Zum
Vergleich wurde auch die Funktion E(g) fiir die
Hucker-Methode ohne — Gl. (20) — und mit Nach-
bariiberlappung (19 a) mit aufgenommen. Alle diese
5 Falle sind nochmals in Tab. 1, mit den entspre-
chenden Parameterwerten, zusammengestellt. Dabei

2

'\(U
N

LN

Die charakteristischen Funktionen ¢ (o) fiir die
verschiedenen Fille von Tab. 1.

Abb. 3.

Nr. Methode | i fas | P | My | My | My Sy | E(w0) E(— o) E'(w0)E(—o)  Pole

() |Hoexerr  —2 0 0 1 o (0 |0 |0 —e | tw —2] -2 keine

(2) | HockEL + | ‘ ‘
 Uber- -2 o 0 /020 0 0 0 —69 —69 0 0 o=—345
‘appung? 1 ? 1 1 1

(3) HarrmMann! —2 —317 — 65 0 0 |0 0 —o +oo —81 —04  keine

(4) | HARTMANN + | ‘ ; —1.08
teilw. —2 —448 —138 029 093 0 0 —185 —05 0 0 o=|_ g,
| Uberlappung ‘ } 2

& . | \ |

(5) %ﬁgﬁ;‘;;&‘n; —2 —483 —165 029 093 014 017 —167 —19 0 0 | wie (4)

Tab. 1. Werte der Parameter fiir die verschiedenen Uberlappungsfille, E’(+o0) ist der Grenzwert der Steigung dE/do fiir
0=+ bzw. —co.

8 Die effektiven Kernladungen wurden nach den Staterschen Regeln bestimmt, fiir den Kernabstand wurde der des Athylens

(rcc=2,5 at. E.) genommen.
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wurden die Uberlappungsintegrale mit 2p- und 3p-
StaTER-Funktionen theoretisch berechnet , wihrend
die Resonanzintegrale f; und ps3 empirisch so
bestimmt wurden, dafl fiir den plausiblen Wert
Pss= —2eV die erste Anregung des Athylenmole-
kiils richtig erhalten wurde. Die ¢; und a;;’ wurden
wie bei HarTvANN ! festgelegt.

Die 5 Kurven von Abb. 3 zeigen die folgenden
Sachverhalte auf: Kurve (3) stellt — im Gegensatz
zu Kurve (1) — das durch die Mitnahme der hohe-
ren p-Zustinde verursachte verschiedene Verhalten
fiir positive und negative o-Werte (bindende und
lockernde Zustinde) dar, das von HarTMaNN! zur
Erkldarung des ScuemBeschen Phidnomens herangezo-
gen wurde. Kurve (2) zeigt dagegen, daf} die Be-
riicksichtigung der Nachbariiberlappung den Verlauf
der E(0)-Kurve gerade im entgegengesetzten Sinne
beeinfluBt. Die Kurven (5) und (4), die sich nur
wenig unterscheiden, vereinigen die Beriicksichti-
gung hoherer Atomzustinde mit dem EinfluBl der
Nachbariiberlappung. Fiir die theoretische Deutung
des ScueiBeschen Phédnomens ist die energetische
Lage des hochsten besetzten und niedrigsten unbe-
setzten MO-Zustandes erforderlich. Die o-Werte die-
ser Zustinde liegen bei fast allen 7-Elektronensyste-
men in dem Bereich —1 < < +1. Fiir diesen

9 W. A. Bixger, L. Horacker, H. Preuss u. H. H. ScamipTkE,
Z. Naturforschg. 16a, 1334 [1961], nachstehend.
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Bereich stimmt aber der Verlauf der Kurven (4)
und (5) mit dem der Kurve (3) iiberein, so daf}
auch in diesen Féllen (vgl. Tab. 1) die HarTMANN-
sche Deutung des ScueiBeschen Phinomens! erhal-
ten bleibt. Fir o< — 1 (hohere unbesetzte Zustande)
treten dagegen physikalisch sinnlose Singularitéiten
in der E(o)-Kurve auf, was allerdings auch schon
bei der Hicker-Methode mit Uberlappung (Kurve 2)
der Fall ist. Es ist daher notwendig, naher zu unter-
suchen, welcher Zusammenhang zwischen diesen Sin-
gularititen und der jeweils benutzten Naherungs-
stufe der MO — LCAO-Methode (zweites Naherungs-
verfahren von HickeL) besteht, und wie diese be-
seitigt werden konnen®. In der jetzigen Form sind
jedenfalls alle LCAO-MO-Methoden, die nur die
»Nachbartiberlappung® berticksichtigen, mit diesen
Singularititen behaftet und daher fiir eine allge-
meine Diskussion der z-Elektronensysteme ungesit-
tigter Verbindungen nur bedingt zu verwenden.

Zusatz b. d. Korr.: Inzwischen hat K. Ripex-
BERG in einer Serie von Arbeiten !° die Ursachen dieser
Singularitdten ebenfalls diskutiert und Wege zu ihrer
Beseitigung angegeben.

Frau I. Fuxke danken wir fiir die hierzu durchge-
fiihrten Rechnungen.

10 K. Ripenserg, J. Chem. Phys. 34, 1861, 1878, 1884, 1892,
1897, 1907 [1961].



